1 Popis pole F,;” pomoci Optimalni normalni baze

1.1 Normalni baze

P , P . v 2 m-1 ;> ~ s P
Normalni baze pro F,, je mnozina B={0,0°,07,..,0° } s vlastnosti, Ze zadna z

podmnozin B neda v souctu 0. (V jazyce linearni algebry to znamena, ze prvky B jsou
linearné nezavislé). Normalni baze pro F,, existuje pro kazdeé kladné celé Cislo m.

Reprezentace F,, prostfednictvim normalni baze B je interpretaci fetézce bitu

(20213;...am1) jako prvku a,0+a,0% +a,0% +..+a_,0% . Viechny prvky normalni
baze B vyhovuji stejnému nerozlozitelnému polynomu p(t). Tomuto polynomu se fika
polynom pole pro bazi. Nerozlozitelnému binarnimu polynomu se fika normalni
polynom, pokud je tento polynom polynomem pole pro normalni bazi.

1.2 Gaussova normalni baze

Vyhodnost reprezentace pomoci normalni baze je v tom, Zze vypoc€et druhé mocniny
se da realizovat velmi efektivné. Na druhé strané ale nasobeni riznych prvki

muze byt velmi nepfehledné. Z tohoto divodu se bézné vyuziva tfida normalnich
bazi, kterym se fika Gaussova normalni baze a pro které je nasobeni nejen
jednodussi, ale i efektivnéjsi.

Gaussovy normalni baze pro F,, existuji vzdy, kdyZz m neni délitelné osmi. Gaussova

normalni baze zahrnuji také optimalni normalni baze, ve kterych je nasobeni ze
vSech moznych normalnich bazi nejefektivné;si.

Typ Gaussovy normalni baze je celé kladné Cislo, které je mirou slozitosti operace
nasobeni v dané bazi. Cim je typ mensi, tim je nasobeni jednodussi. Prodané ma T
muze mit pole F,, nejvyse jednu Gaussovu normalni bazi typu T. Hovofime o
urcitém typu T Gaussovy normalni baze nad F,, . Gaussovy normaini baze Typu 1 a
2 maji nejefektivnéjSi pravidla pro nasobeni ze vSech normalnich bazi. Proto se jim
fika optimalni normalni baze. Gaussovy normalni baze Typu 1 se nazyvaji optimalni
normalni baze Typ | a Gaussovy normalni baze Typu 2 se nazyvaji optimalni
normalni baze Typ Il

1.3 Testovani Gaussovych normalnich bazi

Pokud m > 1 a neni délitelné osmi, pak nasledujici algoritmus testuje existenci
Gaussovy normalni baze pro F,, daného typu.

Vstup: Cislo m > 1a nedélitelné osmi; kladné &islo T
Vystup: Pokud existuje Gaussova normalni baze typu T

pro F,., tak vystup ,True®; jinak*False”



1. Dosaditp <—Tm + 1

2. Pokud p neni prvocislo, tak vystup ,False” a stop.
3. Spocitat fad k Cisla 2 mod p.

4. Dosadith «<Tm / k.

5. Spocitat d:=gcd(h,m) pomoci Euklidova algoritmu
6. Kdyz d = 1, tak vystup ,True®; jinak ,False.

Priklad: Necht m=4a T =3. Potom p =13 a2 marad
k = modulo 13. Protoze h = 1 se chova k m = 4 jako
relativni prvocislo, tak pro F, existuje normalni

Gaussova baze Typ 3.

1.4 Shrnuti

Optimalni normalni baze poskytuje moznost alternativni definice nasobeni mezi prvky
pole F,,. PrestoZe nasobeni pfi pouziti ONB je menée nazorne nez nasobeni pfi
popisu pomoci polynomd, jeho pouziti v praxi podstatné zvySuje efektivitu vypocta.

e ONB je specialni podmnozina Gaussovskych normalnich bazi
e Existuji rizné typy GNB.

e Typ baze je celé kladné Cislo vyjadfujici miru sloZitosti nasobeni s ohledem
k dané bazi.

e Cim je &islo mensi, tim je nasobeni za pouziti dané baze efektivngjsi.

baze Typu | a ll, které se proto nazyvaji Optimalni normaini baze (ONB).

e Prodané maT ma pole F,, maximalné jednu GNB typu T

e Typ ONB (I nebo Il) pro jednotlivé hodnoty m je urCen v doporuceni
IEEE P1363 v dodatku A.8.

e Nasobeni pomoci ONB ma dvé faze. Nejprve je nutné urcit nasobici matici,
a poté je mozné provést vlastni nasobeni.

2 Priprava k nasobeni - uréeni nasobici matice
Existuji dva druhy ONB - Typ I a Typ Il

1. Pokud F,, je ONB Typ | pak nerozloZitelny polynom f(x) musi mit tvar:
FX)=x"+x""+..+x° +x+1
Pokud F,, je ONB Typ Il pak nerozlozitelny polynom f(x) vypoCteme jako
f(x) = f,(x) za pouziti nasledujici rekurzivniho vztahu:



So(x)=1
fi(x)= x+1fl(x)
fia)=x,()+ fi,(x), i=1..m

V kazdeém kroku jsou koeficienty polynomu f,(x) podrobeny déleni modulo 2; odtud
plyne, ze f(x)je polynom stupné m s koeficienty v F,.

. ° 1 2 m-1 v . , ’
Mnozina polynomi {x,x*,x*,..,x* }tvofi zaklad pole F,, nad F, nazyvany

normalni baze.
2. Sestavime matici A o velikosti m x m.
Radky a sloupce matice jsou indexovany od 0 do m-1. Jeji i-ty fadek tvofi fetézec

odpovidajici polynomu x* mod f (x). Prvky matice A jsou prvky F, .
3. Ur€ime matici A-1, ktera je inverzni k matici Anad F,.
Sestrojime matici T' o rozmérech m x m , u které j-ty fadek bude odpovidat
polynomu x-x? mod f (x) . Poté spoCteme matici T = T'A-1 nad F, .
Urcime vysledné Cleny nasobici matice L, pro i,j=0..m-1je L; =T, .
Prvek T,
Kazdy prvek L;je vF,.
Muze nastat takovy pfipad, ze L,=1 pro pravé jednoj, 0<j<m-1 , pak pro
kazdéi 0<i<m-1 existuje L;=1 pro pravé dve rozdilné j, 0<j<m-1 . Proto

znamena (g,h)-tou ¢ast z matice T s indexy vydélenymi modulo 2.

pouze 2m—1 z celkového mnozZstvi m®prvk( matice T maji hodnotu 1, zbytek je
nulovy. Laicky fe€eno v prvnim sloupci bude jen jedna jedniCka, ve vSech
ostatnich budou dvé.

Tento ,nedostatek jedni¢ek” je hlavni divod pro€ se tato normalni baze nazyva
optimalni normalni baze.



3 Vlastni nasobeni v poli F,;" s pomoci ONB
Mame danu nasobici matici L pro pole F,, , prvky pole a=(a,a...a,,) a b=(bb..b, ;)
i:’ro k=0, ...m-1 udélame nasledujici kroky:

1. ¢ =a-L-b", by transponovany vektor b.
2. vektor a rotujeme doleva o jednu pozici (a,a,a,...a, ;) = (&a,...a, ,3,)

3. vektor b rotujeme doleva o jednu pozici (bbb,...b,, ;) — (bb,..b, b))
4. zvySime k o jednicku
5. skok zpét k bodu 1

Vysledkem nasobeni je vektor c¢=(c.c,..C, ;) =(a,a..a,,) (O,b..0b,,)

4 Ukazka nasobeniv F. s ONB

Prvky pole F,. jsou binarni fetézce o délce 4.

4.1 Urceni nasobici matice

1. Pole je popsano ONB Typ [; tedy f(x)=x"*+x3+x*+x+1.
Normalni baze pole F,. nad F, ma tvar mnoziny polynomt {X, X2, x*, x%}
2. Radky matice A jsou sestrojeny nasledovné:

Radek 0: x-mod f(x) = x = (0010)

Radek 1: x*-mod f (x) = x* = (0100)

Radek 2: x*-mod f (x) = x3+x*+x+1 = (1111)
Radek 3: x®-mod f (x) = x> = (1000)

_— = O O
S = = O
S = O =
oS = O O

Cili

3. Sestrojime matici A™ ktera je inverzni k matici A
- na pravé strané musime dostat

10000001 jednotkovou matici
{01 0 0/0 10 0] - nejdfive jsme zameénili pofadi Fadku
1o o1 ol1 0 0 ol v matici, 1.— 3., 3.—4., 4.>1.

0O 00 1|I 1 11



100 0/0 0 01 -protoze inverzni prvek k 1 je opét 1,seéetli

01 0 0[01O00 jsme prvni tfi fadky se Ctvrtym, abychom
1o o1 0100 o0l nalevo dostali jednotkovou matici

1 11 1{0 010

- matice na pravé strané je nyni inverzni k vychozi matici A

0 0 01
{0100 _ 4
1100 0]
1 1 11
4, Radky matice T’ jsou sestrojeny nasledovné:

Radek 0: x-x-mod f (x) = x* = (0100)
Radek 1: x-x?-mod f (x) = x3 = (1000)
Radek 2 x-x*-mod f (x)= x> mod f(x) =1 = (0001)

- pozn.: X2 (X +xC++x+1)= x+1 a 1 je zbytek

Radek 3: x-x®-mod f (x) = x® mod f(x) = x*+x*+x+1= (1111)
- pozn.: x9:(x4+x3+x2+x+1): XC+x+1 a ) Hx+1” je zbytek

01 0O
. 1 0 0 O
T =
0 0 0 1
1 1 1 1
01 0 0Y(O O O 1 01 00
- 1 0 0 0[{|{0O 1 O O 0 0 01
T=T . 4" = : -
0 0 0 1 1 0 0 O 11 1 1
1 1 1 1 11 11 0 010
a
Nasobici matice je tvofena prvky :
Loo=Tw0=0 Lio=Tgz=0 Loo=Tey=1 L3o=Twy=0
Lot =Two=0 Li1=Tpz=0 Ly =Ty =1 L31=Tepn=1
Loo=Tpon=1 Lio=Taz=1 Lo, =Tp2=0 L3o=TE1y=0
Loz=TE0=0 Liz=Tpez=1 Lo3=Twu2=0 L3z=Topn=1
0 01O
0 011
L=
1 1 0 O
01 01



Nasobeni: (0100)-(1101) = ?
Néasobeni je v F, definovano vztahem ¢ =a-L-b", k=0,...3

0 010
0 0 1 ”
¢, =(a,a,a,a;)- 110 0 (b,b,b,b,)" =
0101
0 0 1 0)(b, b,
0 01 1]|]|p b, + b,
= (a,a,a,a;)- 110 ol b, = (a,a,a,a;)- b, +b
01 0 1)\5 b, +b,

=(ayb, +a,(b, +b,)+a,(b, + b)) +a;(b, +b;)) =c,

Nyni pro ziskani cy, ¢y, C3 jiz staCi jen prohazovat indexy u vektort a a b.
To znamena, Zze u c; zaménime a, —>a,,a —>a, a, >a;,a, —>q,, by _)bllbl —b,

b, > by, b; => b,
C1 = ajhz + ax(bs + b)) + az(b; + by) + ap(b2 + bo)

Pro ziskani c;,c3 bychom opét prohazovali indexy a ziskali:
C2 = azhg + asz(bp + by) + ag(bs + b3) + ai(bs + by)

Cz3 = azb; + ao(bl + bz) + al(bg + bo) + az(bo + bz)

Nasobeni v F,, probiha tedy podle vzorce:
(aoaiazas) : (boblbzba) = (C0C1C2C3) , kde

¢y =ayb, +a,(b, +by) +a, (b, +b)+ay(b, +b,)
¢, =ab; +a,(by +by)+as(b +b,)+a,(b, +b,)
¢, = aby +a;(by + b)) +ay(b, +b;) +a,(b; +b)
¢; =asby +ay (b +b,)+a,(by +by)+a,(b, +b,)

(0100) - (1101) = (c,cc.C,) , kde
c=00)+10+1)+0(1+21)+0(1+1)=1



c1=1(1)+0(1+1)+0(1+0)+0(0+1)
c=0(1)+0(1+1)+00+1)+1(1+1)
c3=0(1)+0(1+0)+1(1+1)+0(1+0)

1
0
0,
atedy (0100) - (1101) = (1100)

5 Umocnovani v poli F," za pouziti ONB

Druha mocnina je definovana vztahem:
2
(aya,a,a3)" = (a,a,a,a3) - (aya,a,a;) = (,€,6,C5) . kde
2
¢y =aya, +a(a, +a;)+a,(a,+a)+as(a +a;)=a; =a,
¢ =a,a; +a,(a; +ay)+as(a, +a,)+ay(a, +a,) =a§ =aq,
¢, =a,a, +as(a, +a))+ay(a, +a;)+a(a; +a) =a12 =4

¢ =asa, tay(a, +a,)+a(a; +ay)+a,(a, +az):a22 =4a,

Tedy (a,8,3,3,)° = (a,3,3,a,) mize byt spoéteno prostou rotaci prvkd (a,a,a,a,) .

Vypocet druhé mocniny je tak pfi pouziti ONB velmi efektivni. ProtoZze umocnovani je
Casto mozné rozdélit na opakované vypocty druhych mocnin, je podstatné rychlejSi a
efektivnéjsi pouzivat vyjadieni pole F,™ pomoci ONB nez vyjadieni pomoci
polynomd.



